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2-1 المحددات الثنائية: Determinants of second order

عندما تكتب الكميات الأربع a1 , b1 , a2 , b2 على الصورة التالية:
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فإنه يقصد بذلك المقدار الجبري   a1b2 -a2b1 وتكتب هذه النتيجة على الصورة التالية:
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ويسمى الطرف الأيسر لهذه المتساوية بالمحددة والطرف الأيمن بمفكوك المحددة، وتسمى الكميات a1 , b1 , a2 , b2 المرتبة كما هو موضح بالطرف الأيسر بعناصر أو مكونات المحددة. ولما كانت هذه المحددة تحتوى على صفين وعمودين فأنها تسمى بالمحددات ذات الرتبة الثانية.

مثال (2-1) : إوجد قيمة المحددة:
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الحـــــــــل
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مثال (2-2)  : اثبت أن:
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الحــــــــل
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2-2 المحددات الثلاثية (ذات الرتبة الثالثة): Determinants of third order

على غرار ما سبق شرحه بالنسبة للمحددات الثنائية فإنه إذا وضعت الكميات التسع على الصورة:
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فإنه يقصد بذلك المقدار
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أي المقدار الجبري 
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ونظراً لاحتواء هذه المحددة على ثلاثة صفوف وثلاثة أعمدة فإنها تسمى بالمحددة الثلاثية أو ذات الرتبة الثالثة.. وتسمى الكميات التسع a1 a2 a3 , b1 b2 b3 , c1 c2 c3  بعناصر المحددة أو مكوناتها. ويلاحظ أنه يمكن فك المحددة باستخدام عناصر أو مكونات أي صف أو أي عمود مع مراعاة القاعدة التالية للإشارات:
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ومن الجدير بالذكر ملاحظة أن الإشارة المصاحبة للعنصر تتبع القاعدة (-1)m حيث m هي مجموع رقمي الصف والعمود الموجود به العنصر.

مثال (2-3): إوجد مفكوك المحددة الثلاثية التالية:
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الحــــــــل


يمكن فك هذه المحددة باستعمال أي صف أو أي عمود كما يأتى:

أولاً:باستعمال الصــــف الأول:
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ثانياً:باستعمال الصــف الثاني:
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ثالثاً:باستعمال الصــف الثالث:
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رابعاً:باستعمال العمـود الأول:
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خامساً:باستعمال العمود الثانى:

[image: image16.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

8

5

6

2

1

27

7

2

45

4

   

5

1

2

3

2

1

1

9

3

7

1

2

9

5

4

D

=

-

-

-

+

-

-

=

´

-

´

-

´

-

´

+

´

-

´

-

=


سادساً:باستعمال العمود الثالث:
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2-3 المحددات الصغرى (مرافق العنصر):


بملاحظة مفكوك أي محددة ثلاثية نجد أنها تحتوى على محددات أخرى من المرتبة الثانية ويطلق على هذه المحددات بالمحددات الصغرى للمحددة الأصلية.

فإذا كانت المحددة الأصلية هي:
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فان المحددة الصغرى الناتجة عن حذف العمود الأول والصف الأول (أى العمود والصف اللذان يلتقيان عند العنصر a1) تسمى المحددة الصغرى المناظرة للعنصر a1 ويرمز لها بالرمز A1 أي أن:
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وبالمثل فالمحددة الصغرى للعنصر b2 والتي يرمز لها بالرمز B2 هي:
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والمحددة الصغرى للعنصر  c3 والتي يرمز لها بالرمز  C3 هي:
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وهكذا.......

وباستخدام المحددات الصغرى يمكن كتابة مفكوك المحددة  (D) بإحدى الصور الآتية:

باستخدام الصـف الأول:
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باستخدام الصف الثاني:
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باستخدام الصف الثالث:
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باستخدام العمـود الأول:
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باستخدام العمود الثاني:

[image: image26.wmf]3

3

2

2

1

1

B

b

B

b

B

b

D

-

+

=


باستخدام العمود الثالث:
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ويتضح من ذلك أنه يمكن إيجاد مفكوك المحددة باستخدام عناصر أي صف أو أي عمود ويكون معامل كل عنصر هو المحددة الصغرى المناظرة لهذا العنصر مسبوقة بإشارة + أو - 
حسب قاعدة الإشارات السابق شرحها والتي ترتبط بوضع العنصر في المحددة حسب القاعدة (-1)m حيث m هي مجموع رتبتي الصف والعمود اللذان يلتقيان عند هذا العنصر.

مثال (2-4): إوجد مفكوك المحددة:
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الحــــــل

باستخدام العمود الأول:
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باستخدام الصف الأول:
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وهكذا باستخدام أي صف أو أي عمود يمكن الوصول إلى نفس النتيجة.


ويمكن الحصول على مفكوك محددة الرتبة الثالثة كما هو موضح في الشكل التالي، وفيه تكرر كتابة العمودين الأول والثاني إلى يمين العمود الثالث ثم نضرب الأعداد فى اتجاه الأسهم الموضحة ونأخذ الناتج بإشارته إن كان السهم متجهاً من اليسار إلى اليمين أ بإشارة مخالفة إن كان السهم متجهاً من اليمين إلى اليسار وتجمع هذه النواتج.


[image: image31.wmf]3

3

2

2

1

1

3

3

3

2

2

2

1

1

1

b

a

b

a

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a


مثال (2-5):إوجد حل المحددة الآتية:
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2-4 الخواص الأساسية للمحددات.

أولاً: إذا بدلت الصفوف بالأعمدة في أي محددة فإن قيمة المحددة لا تتغير.
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لما كانت مكونات محددة الطرف الأيسر هي نفس مكونات محددة الطرف الأيمن، وبناءً على القاعدة القائلة بإمكان فك أي محددة باستخدام أي صف أو أي عمود فيها فإنه يمكن فك محددة الطرف الأيسر باستخدام الصف الأول ومحددة الطرف الأيمن باستخدام العمود الأول وبهذا نصل إلى المطلوب وهو تساوى قيمة المحددتين.

ثانياً: إذا أستبدل صف مكان صف أو عمود مكان عمود فإن إشارة هذه المحددة تتغير ولا تتغير 
قيمتها:
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ونصل للمطلوب إثباته إذا تم فك محددة الطرف الأيسر باستخدام الصف الأول ومحددة الطرف الأيمن باستخدام الصف الثاني.

ثالثاً: تنعدم المحددة إذا تتطابق صفين أو عمودين فيها:
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فلو فرضنا أن قيمة المحددة تساوى (D) باستخدام الخاصية السابقة واستبدال الصفين المتساويين (أو العمودين المتساويين) بعضهما ببعض فإن إشارة المحددة تتغير ولا تتغير قيمتها.
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رابعاً: إذا ضربت عناصر أي صف أو عمود في مقدار ثابت (معامل ما) فإن هذا يعنى أن قيمة المحددة قد ضربت في نفس المقدار أو نفس المعامل كما يلي:
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بفك الطرف الأيسر نجد أنه يساوى:
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وهذا يساوى الطرف الأيمن.


ويمكن استخدام هذه الخاصية فى تبسيط حل بعض المحددات كما فى المثال التالي:
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خامساً: إذا كانت عناصر أي صف أو عمود تتكون من المجموع الجبري لحدود عددها n فإن المحددة 
تساوى مجموع n من المحددات كل محددة منها تحتوى على حد واحد فقط.
بمعنى:


[image: image42.wmf]3

3

3

2

2

2

1

1

1

3

3

3

2

2

2

1

1

1

3

3

3

2

2

2

1

1

1

3

3

3

2

2

2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

   

c

b

a

c

b

a

q

m

g

c

b

a

c

b

a

p

l

f

c

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a

q

p

c

m

l

b

g

f

a

-

+

=

-

+

-

+

-

+


ولإثبات هذه النظرية نفك الطرف الأيسر باستخدام الصف الأول فينتج أن المحددة تساوى:
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وهذا يساوى الطرف الأيمن وبذلك تثبت النظرية عندما تكون n = 3 ويمكن بنفس الطريقة إثباتها في n = 2 أو n > 3 أيضاً. فمثلاً يمكن بنفس الطريقة يمكن إثبات أن:


[image: image44.wmf]2

2

2

2

1

1

2

2

1

1

b

a

y

x

b

a

b

a

b

a

y

b

x

a

D

+

=

+

+

=


سادساً: قيمة المحددة لا تتغير إذا أضيفت إلى عناصر أى صف أو عمود مضاعفات العناصر المناظرة 
للصفوف أو الأعمدة الأخرى، فمثلاً:
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ويمكن إثبات ذلك باستخدام الخاصية السابقة، فنجد أن الطرف الأيمن يساوى:
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وهذا يساوى الطرف الأيسر، نظراً لأن المحددتان الثانية والثالثة قد إنعدمتا لتساوى صفين لكل منهما.

مثال (2-6): ضع المحددة الآتية فى أبسط صورها ثم إوجد قيمتها:
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الحـــــل

نضرب الصف الأول في 6 والصف الثاني في 4 ثم يتم ضرب العمود الأول في 4 وإضافته على العمود الثاني وأخيراً طرح العمود الأول من العمود الثالث فنجد أن:
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2-5 استخدام المحددات في حل المعادلات


أ-  حل معادلتين خطيتين في مجهولين


نعلم أنه لحل المعادلتين
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نقوم بحذف y من المعادلتين للحصول على قيمة x ثم تحذف x بينهما للحصول على y ، ويكون حل المعادلتين هو:
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وباستخدام المحددات يمكن كتابة الحل العام للمعادلتين الخطيتين على الصورة التالية:
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هذا بشرط أن محدد المقام لا يساوي صفر، أي أن المقدار الجبري 

 وهذا الحل العام يمكن كتابته أيضاً على الصورة:
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وتسمى هذه الطريقة في حل المعادلات الخطية بقاعدة كرامر وتحصل على المحددة Dx من المحددة D (محددة المعاملات) بوضع الحدود المطلقة مكان عناصر العمود الأول (معاملات x ) وبالمثل نحصل على المحددة Dy بوضع الحدود المطلقة مكان عناصر العمود الثاني (معاملاتy ).

مثال (2-7): إوجد باستخدام المحددات حل المعادلتين:
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الحـــــل

المطلوب نحصل عليه من العلاقتين:
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ب-  حل ثلاث معادلات خطية في ثلاث مجاهيل:


نفرض أن لدينا المعادلات الآتية:
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فإذا رمزنا لمحددة المعادلات بالرمز D وهى الناتجة عن كتابة معاملات x,y,z في المعادلات الثلاث على صورة محددة فتكون A1 , A2 , A3 هي المحددات الصغرى لعناصر العمود الأول فى المحددة D.
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وبضرب المعادلة الأولى في A1 والثانية فى -A2 والثالثة فى A3 والجمع ينتج أن:
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ومن السهل إثبات أن معاملي y , z عبارة عن محددات تساوى الصفر وأن معامل x هو المحددة D.
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ومن السهل ملاحظة أن المحددة الأخيرة هى نفس المحددة D بعد استبدال معاملات x فى المعدلات الثلاثة بمقادير الطرف الأيمن وهى d1,d2,d3 ويمكن أن نرمز لهذه المحددة بالرمز Dx وبذلك يكون:
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وبالمثل فإن:
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أي أن:
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ويلاحظ أن المحددة الأولى المكتوبة في مقام x ناتجة عن محددة المعاملات باستبدال معاملات x في المعاملات الثلاث بمقادير الطرف الأيمن وهى d1 , d2 , d3 كذلك المحددة الثانية المكتوبة في مقام y فإنها تنتج من استبدال معاملات y في المعادلات الثلاث بالمقادير d1 , d2 , d3 وبالمثل في المحددة الثالثة المكتوبة في مقام z فإنها تنتج من استبدال معاملات z في المعادلات الثلاث بالمقادير d1 ,d2  d3 ويمكن تعميم هذه الطريقة في حل المعادلات الخطية لأي عدد من المجاهيل بشرط وجود حل مشترك لهما أي أن محددة المعاملات لا تساوى صفراً.

مثال (2-8): إوجد الحل المشترك للمعادلات الآتية:
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الحـــــل

نحسب محددة المعاملات D كالآتى:
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اى أن محددة المعاملات لا تساوى صفراً وبذلك يكون للمعاملات الثلاثة حل مشترك.
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2-6 تطبيقات على المحددات:


مساحة المثلث بمعلومية إحداثيات رؤوسه:

نفرض أن  (x1,y1) , (x2,y2) , (x3,y3) هى إحداثيات رؤوس المثلث ABC على الترتيب، والمطلوب إيجاد مساحته.  نفرض أن AB يصنع زاوية 

مع محور x وبذلك يكون AC يصنع زاوية 

مع المحور x كما هو مبين بالشكل.



[image: image70.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

[

]

2

1

3

1

3

2

3

2

1

1

2

1

3

1

2

1

3

y

y

x

y

y

x

y

y

x

2

1

   

y

y

x

x

x

x

y

y

2

1

   

sin

.

c

.

A

cos

.

b

cos

.

c

A

sin

b

2

1

   

sin

A

cos

cos

A

sin

bc

2

1

   

A

sin

bc

2

1

   

A

sin

bc

2

1

-

+

-

+

-

=

-

-

-

-

-

=

+

-

´

+

=

+

-

+

=

-

+

=

=

q

q

q

q

q

q

q

q

q

q

D


ويمكن باستعمال المحددات وضع هذه المعادلة التي تمثل مساحة المثلث على الصورة:
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ومن الملاحظ أنه إذا رتبت رؤوس المثلث في اتجاه مضاد لدوران عقرب الساعة فإن القانون السابق يعطى قيمة موجبة للمساحة. وإذا بدلنا أي رأسين من رؤوس المثلث بعضها ببعض وليكـــن C , B مثلاً فإن إشارة المساحة تتغير وذلك لتغير إشارة المحددة الناتجة وتكون الرؤوس في هذه الحالة مرتبة في اتجاه دوران عقربي الساعة ويعطى القانون السابق قيمة سالبة للمساحة.

نتيجة (1): مساحة المثلث الذي رؤوسه نقطة الأصل (0 , 0) و النقطتان (x1 , y1) , ,(x2 , y2) , ,  تساوى القيمة العددية للمقدار ½ (x1y2 - x2y1) .

نتيجة (2): إذا كانت مساحة المثلث تساوى صفراً فهذا يدل على أن النقط الثلاث A, B , C تقع على استقامة واحدة أي تكون خط مستقيم ويكون الشرط الضروري لكى تقع النقط الثلاث (x1,y1) , ,(x2,y2) , ,(x3,y3) ,على استقامة واحدة هو:
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ملاحظة: يمكن حساب مساحة المثلث بالطريقة الآتية:
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وذلك بكتابة الإحداثيات السينية في صف واحد مع تكرار الإحداثي الأول وتكتب الإحداثيات الصادية المناظرة تحت الإحداثيات السينية ثم نضرب في اتجاه قطري كما هو مبين بالخطوط المائلة. ثم نطرح مجموع حاصل الضرب المبينة بالخطوط المتقطعة من مجموع حاصل الضرب المبينة بالخطوط الكاملة وتقسم النتيجة على 2 لإيجاد المساحة المطلوبة. ويمكن تعميم النتيجة السابقة لإيجاد مساحة المضلعات، وعلى سبيل المثال تكون مساحة الشكل الخماسي الذي رؤوسه النقط: (x1,y1) , ,(x2,y2) , ,(x3,y3) , ,(x4,y4) , ,(x5,y5) .تساوى:
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مثال (2-9): إوجد المساحة بالفدان لقطعة أرض على شكل مثلث إذا قيست إحداثيات رؤوسه عند محوري طريقين متعامدين بالأمتار فكانت: (40 , 20) , (120 , 30) , (0 , 160).

الحـــــل
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2- المحــــــددات 


Determinants
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